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Code gut autheben, um spater Ihre Note zu erfahren.

o Schreiben Sie Thre Matrikelnummer oben auf jedes bearbeitete Aufgabenblatt.

o Schreiben Sie Thre Losungen auf die Aufgabenblatter. Bei Bedarf konnen Sie weiteres
Papier anfordern, welches Sie am Ende der Klausur mit in den Umschlag stecken.

o Halten Sie sich bei Pseudocode-Aufgaben an die Notation der Vorlesung / Ubung,
um Missverstdndnissen vorzubeugen.

o Wir akzeptieren auch englische Antworten.

e Sie diirfen ein handbeschriebenes Din A4-Blatt mitbringen, sonst sind keine
Hilfsmittel zugelassen.

e Sie haben 120 Minuten Bearbeitungszeit.
 Die Klausur umfasst [24] Seiten (12 Blétter) mit 9 Aufgaben.

« Tragen Sie bitte aulerhalb von Threm Platz einen Mund-Nasen-Schutz.
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Aufgabe 1: Laufzeit (15 Punkte)
a) Zeigen Sie, dass g(n) :=n + nlogyn € O(n?)! (5 Punkte)

b) Die Funktion f habe im Intervall [A, B] nur ein lokales Maximum. Dieses Maximum
lasst sich rekursiv bestimmen, indem man das Suchintervall um ein Drittel pro Schritt
verkleinert.

A m1 m2 B

o Ausgehend vom Intervall [A, B] bestimmt man die Funktionswerte f(m;) und
f(msy) an den inneren Grenzen m; = (2A + B)/3 und ms = (A + 2B)/3.

o Wenn f(m;) < f(ms), betrachtet man im Anschluss das Intervall [m;, B], ansons-
ten das Intervall [A, my], und fahrt darin rekursiv mit der Suche fort.

o Wenn die Intervallgrenzen weniger als ¢ auseinander liegen, wird dieses Intervall
zuriickgegeben.

o Der Algorithmus kann damit n ~ (B — A)/e verschiedene Intervalle ausgeben.

i) Stellen Sie eine Rekurrenz fir die Laufzeit T'(n) auf! (6 Punkte)

ii) Welche Laufzeit erwarten Sie in O-Notation und warum? (4 Punkte)
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Aufgabe 2: Listen und Hashing (26 Punkte)

a) Im Folgenden soll ein Stapel (Stack) mittels eines unbeschrénkten Feldes (UArray)
implementiert werden.

i) Was ist die Worst Case-Laufzeit und die amortisierte Laufzeit fiir das Einfigen
eines neuen Elements in einen solchen Stack in O-Notation? (2 Punkte)

Worst Case:

Amortisiert:

ii) Nennen Sie einen Vorteil und einen Nachteil, einen Stack mit UArrays statt mit
verketteten Listen zu implementieren! (4 Punkte)

Vorteil UArray:

Nachteil UArray:




b) Im Folgenden soll Hashing mit linearer Suche angewandt werden. Die Hashfunktion
und Ausgangszustand der Hashtabelle sind gegeben als:

Hashfunktion Hashtabelle

Element a|lbld|fim|jv|s|t] |Index| 0]|1[2]|3|4|5[6]|7]|8
Hash-Wert | O |1 (3|53 3|01 Wert || a d

Fithren Sie nun nacheinander die folgenden Operationen durch und geben Sie den
Zustand der Hashtabelle nach Ausfiithren jeder Operationen an! (4 Punkte)

Index 0 1 2 3 4 5 6 7 8
insert (s)

insert (f)

remove (V)

insert (b)

Weiterer Platz, falls Sie Thre Antwort korrigieren wollen. Falls Sie diesen nutzen, kenn-
zeichnen Sie eindeutig, welche Losung gewertet werden soll:

Index 0 1 2 3 4 5 6 7 8
insert (s)

insert (f)

remove (V)

insert (b)
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¢) Um die Ausbreitung des neuartigen Coronavirus in der Bevolkerung zu messen, wurde
ein Datensatz D von positiv getesteten Personen erstellt. D enthélt n € N Tripel
(p, L,t) € D mit einer eindeutigen Personalausweisnummer p € N, einem Landkreis
L €{0,...,294} und den vergangenen Tagen ¢ € N seit einem positiven Test.

Personen konnen mehrfach positiv getestet worden sein. Es kann daher mehrere Eintréige
(pi, Li, t;) und (pj;, Lj,t;) mit der gleichen Personalausweisnummer (p; = p;) geben,
welche aber von einem anderen Tag (¢; # ;) oder Landkreis (L; # L;) stammen.

i) Geben Sie in der Funktion findPersons einen Algorithmus in Pseudocode an, der
mit Speicherbedarf O(n) in erwarteter Laufzeit O(n) alle Personalausweisnummern
der Personen ausgibt, die in den letzten 14 Tagen (t < 14) positiv getestet
wurden! Geben Sie weiterhin die Tage seit dem letzten positiven Test aus! Keine
Personalausweisnummer soll mehr als einmal ausgegeben werden. Mit der Funktion
print (p,t) konnen Sie eine Personalausweisnummer p und die vergangenen Tage
t ausgeben. (12 Punkte)

ii) Begriinden Sie das erwartete Laufzeitverhalten Ihres Algorithmus aus i)! (4 Punkte)

Function findPersons(D : [(int, int, int); n])

{




Aufgabe 3: Sortieren und Selektieren (24 Punkte)

a) Nennen Sie je einen Vorteil von Quicksort und Mergesort! (2 Punkte)

Vorteil Quicksort Vorteil Mergesort

b) Gegeben sei die Sequenz (28,24, 21,70, 56, 82,23, 61,47, 18). Bestimmen Sie das Element
mit Rang & = 7 mit Hilfe des Quickselect-Algorithmus aus der Vorlesung! Geben
Sie jeweils fiir jeden Rekursionsschritt die aktuell betrachtete Teilsequenz S, den
aktuellen Wert fir k£ sowie die Sequenzen a := (e€ S:e<p), b:= (e € S:e=p)
und ¢ := (e € S : e > p) an! Die Elemente von a, b und ¢ mussen dabei die gleiche

Reihenfolge wie in S haben. Wéhlen Sie als Pivot immer das erste Element von S!
(10 Punkte)

S k Sequenzen

(28,24,21,70, 56,82, 23, 61,47, 18) b:

Das Element mit Rang k = 7 ist
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¢) Sequenzen der Form xy < -+ < xp > -+ >z, mit 0 < k < n werden bitonisch
genannt (z. B. (1,2,5,10,9,8,4)). Entwerfen Sie in Pseudocode einen Algorithmus
sortBitonicSeq, der die Elemente einer bitonischen Sequenz in aufsteigend sortierter
Reihenfolge mit der Funktion print (i: int) ausgibt! Die Laufzeit muss dabei in
O(n) liegen. Die Eingabe liegt als Array a vor und darf nicht verdandert werden. Fiir
Losungen mit mehr als O(1) Speicherbedarf werden nur Teilpunkte vergeben. Begriinden
Sie auerdem die Laufzeit Thres Algorithmus! (12 Punkte)

Function sortBitonicSeq(a : [int; n])

{




Aufgabe 4: Heaps (20 Punkte)

Kartesische Bdume zu einer Sequenz S = (s1, So, ...) sind besondere bindre Min-Heaps, bei
denen neben der Heap-Eigenschaft eine Ordnung fiir die Geschwisterknoten gilt: Jeder
innere Knoten s; enthalt in seinem linken Kindteilbaum nur Elemente, die in der Sequenz
s; vorangehen, und in seinem rechten Kindteilbaum nur Elemente, die in der Sequenz
s; nachfolgen. Dadurch kann durch eine geordnete Traversierung des Binarbaums die
urspringliche Sequenz wieder hergestellt werden.

a) Geben Sie den kartesischen Baum zur Sequenz S = (9, 3,1,5,4,2,7,8) an! (8 Punkte)

Weiterer Platz, falls Sie Thre Antwort korrigieren wollen. Falls Sie diesen nutzen,
kennzeichnen Sie eindeutig, welche Losung gewertet werden soll:
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b) Fiillen Sie die Methode insert in Pseudocode aus, sodass die Funktion
makeCartesianTree einen kartesischen Baum aus der Sequenz S konstruiert!
(12 Punkte)

Struct Node

{

s :int
1 : Node
r : Node

}

Function makeCartesianTree(S : [int; N]) : Node

root < L
for s € § do
| root < insert(root, Node(s[i], L, 1))
end
return root

// Fiige new.s in den Heap ein, gebe neuen Wurzelknoten zurtick
Function insert(root: Node, new: Node) : Node

{




Aufgabe 5: Graphen (22 Punkte)

Gegeben sei der folgende gerichtete Graph:

a) Geben Sie die Adjazenzfeldreprisentation und Adjazenzmatrix des Graphen an! Beach-
ten Sie die Sortierung S, A, B, ..., E der Knoten!

i) Adjazenzfeld: (4 Punkte)

V:

Weiterer Platz, falls Sie Ihre Antwort korrigieren wollen. Falls Sie diesen nutzen,
kennzeichnen Sie eindeutig, welche Losung gewertet werden soll:

V:

ii) Adjazenzmatrix: (4 Punkte)

10
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b) Vergleichen Sie die Adjazenzmatrix und Adjazenfeldrepréasentation fir einen Graphen
G = (V, F), indem Sie in O-Notation fiir jede Reprasentation moglichst enge Schranken
fiir den Speicherbedarf sowie die Worst Case-Laufzeit fiir das Einfligen einer neuen

Kante angeben! (4 Punkte)

Speicherbedarf

Einfiigen

Adjazenzmatrix

Adjazenzfeld

Fihren Sie auf dem folgenden Graphen Dijkstras Algorithmus aus, beginnend mit
Knoten S! Fiillen Sie dazu untenstehende Tabelle aus! Geben Sie pro Schritt die bisher
gefundenen Entfernungen der Knoten an und markieren Sie den aktuellen Knoten, wie
beispielhaft fiir den ersten Schritt angegeben! Sie miissen nur Werte angeben, die sich

dandern. (10 Punkte)

Alloco| 8
B | o0
C || o©
D oco| 13
E || o0

11




Aufgabe 6: Minimale Spannbdume (MST) (25 Punkte)
a) Erklaren Sie die folgenden zwei Eigenschaften minimaler Spannbdaume (MST)! (4 Punkte)
i) Schnitt-Eigenschaft:

ii) Kreis-Eigenschaft:

b) Bestimmen Sie den minimalen Spannbaum des folgenden Graphen mit Hilfe des Kruskal-
Algorithmus! Geben Sie in der Tabelle pro Schritt die betrachtete Kante an sowie ob
diese zum MST hinzugefiigt wurde! (9 Punkte)

Schritt 1 2 3 4 5

BetrachteteKante{ : } { : } { ; } { ; } { ; }

Im MST (v'/X)

Schritt 6 7 8 9

Betrachtete Kante { : } { : } { ; } { : }

Teil des MST (v'/X)

12
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¢) Welche Datenstrukturen verwendet man fir eine effiziente Implementierung des Kruskal-
Algorithmus? Wofiir werden diese Datenstrukturen verwendet? (4 Punkte)

i)

ii)

d) Gegeben sei der Algorithmus von Jarnik und Prim zur Bestimmung eines minimalen
Spannbaums eines gewichteten, gerichteten Graphen G' = (V, E)) mit Knoten V' : [int; n]
und Kanten E : [(int,int); m]:

Function MSTJarnikPrim(V :

[int; n], E : [(int, int); m]) : [int; n-1]

d : [float; n] + [o0]
s @ int + V[0]
parent : [int; 1]

parent[s| < s
dfs] <~ 0

Q<+ ... // siehe i)
Q.insert(s)

while @) not empty do
u + Q.deleteMin()
di] < 0
for each e < (v,v’) € E where v=u do
if weight(e) < dfv’] then
d[v’] < weight(e)
parent[v’] < u
if v € @ then Q.decreaseKey(v’)
else Q.insert(v’)
return [(parent[v], v) : v € V' \ {s}]

i) Geben Sie eine fir Q geeignete Datenstruktur an, welche die im Algorithmus
benétigten Operationen effizient unterstiitzt! (2 Punkte)

ii) Welche asymptotischen Laufzeiten haben die im Algorithmus auf Q ausgefithrten
Operationen fiir die Datenstruktur aus i) pro Aufruf? Wie oft werden die Operatio-
nen asymptotisch aufgerufen? Geben Sie moglichst enge Schranken in O-Notation

an! (6 Punkte)

Operation

Laufzeit

Aufrufe

insert

decreaseKey

deleteMin

13




Aufgabe 7: 2-SAT-Problem (30 Punkte)

Das 2-SAT-Problem ist ein Erfiillbarkeitsproblem fiir aussagenlogische Formeln, die Kon-
junktionen (A) von maximal zweistelligen Disjunktionen (V) sind. Im Gegensatz zum
allgemeinen SAT-Problem sind fiir das 2-SAT-Problem Polynomialzeitalgorithmen be-
kannt.

Diese machen sich bekannte Graphenalgorithmen zu Nutze, um zu berechnen, ob fiir eine
gegebene aussagenlogische Formel I eine Belegung der Variablen mit Werten aus {0, 1}
so existiert, dass F erfiillt ist. Im Folgenden bezeichnen wir die Menge der Variablen einer
Formel F' mit Xg.

Kleiner aussagenlogischer Evaluationsleitfaden: FEine Konjunktion (A, “und”) ist
genau dann erfillt, wenn alle ihre Argumente den Wert 1 annehmen. Eine Disjunktion
(V, “oder”) ist genau dann nicht erfillt, wenn alle ihre Argumente den Wert 0 annehmen.
Die Negation ¥ einer Variablen v ist genau dann erfiillt, wenn v den Wert 0 annimmt.
Die doppelte Negation v vereinfachen wir zu v. Eine Implikation (—, “impliziert”) ist
genau dann nicht erfiillt, wenn die linke Seite den Wert 1 und die rechte Seite den Wert 0
annimmt.

a) Geben Sie fiir die 2-SAT-Formel F, := (a V b) A (@ V b) A c alle erfiillenden Belegungen
der Variablen Xp = {a,b, ¢} an! (4 Punkte)

b) Der Implikationsgraph Gp = (V, E) einer 2-SAT-Formel F' wird wie folgt erzeugt:
Fiir jede Variable v € X gibt es zwei Knoten v und . Analog zu den Aquivalenzen
(aVvb)=(a—0b)=(b— a), werden fiir jede Disjunktion (a V b) aus F zwei Kanten
(@,b) und (b, a) eingefiihrt. Konkret:

V =XpU{Z |2z € Xp}
E = {(a,b),(b,a) | (aVb) € F}

Zeichnen Sie den Implikationsgraphen der Formel F, aus Aufgabenteil a)! Beachten Sie
dabei, dass einstellige Formelglieder durch zweistellige Disjunktionen ersetzt werden
kénnen, also z.B. ¢ =cV ¢! (6 Punkte)

14
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¢) Schiefsymmetrie

Sei Gr Implikationsgraph einer beliebigen 2-SAT-Formel F. Zeigen Sie: Gibt es in

einen Pfad P := (k,...,k,) in Gp, dann gibt es auch einen Pfad (k,, ..., ko) in Gp.
(8 Punkte)

d) Transitivitat

Sei G Implikationsgraph einer beliebigen 2-SAT-Formel F. Zeigen Sie: Wenn es
einen Pfad (ko,...,k,) in G gibt, dann sind alle erfiillenden Belegungen von F' auch
erfilllende Belegungen der Formel K := ky — k,, d.h. K ist eine logische Konsequenz
von F. (12 Punkte)

15




Aufgabe 8: Sortierte Listen (34 Punkte)

a) Welche Invariante ermdglicht die effiziente Suche in einem bindren Suchbaum? (4 Punkte)

b) Sei h die Hohe eines (a,b)-Baums mit n > 2 Elementen und 2 < a < b. Zeigen Sie:
h € ©(logn)! Betrachten Sie dabei a und b als Konstanten! (10 Punkte)

¢) Nennen Sie je eine Operation aus der Vorlesung, die fiir ein sortiertes Array oder
einen (a,b)-Baum (ohne Augmentierungen) eine bessere asymptotische Laufzeit hat!
(4 Punkte)

effizient fiir sortiertes Array:

effizient fiir (a, b)-Baum:

16
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d) Nennen Sie je einen Vorteil von (a,b)-Bdumen und Hashtabellen gegeniiber der je-
weils anderen Datenstruktur! Gehen Sie davon aus, dass nur von beiden unterstiitzte
Operationen benotigt werden und nehmen Sie eine gut gewédhlte Hashfunktion an!
(4 Punkte)

Vorteil (a, b)-Baum:

Vorteil Hashtabelle:

e) Fithren Sie im folgenden (2, 5)-Baum die Operation locate mit den jeweils gegebenen
Schlisseln aus! Umkreisen Sie dazu alle betrachteten Spalt-Schliissel, kreuzen Sie die
verwendeten Kanten im Baum an und unterstreichen Sie das Ergebnis! (4 Punkte)

locate (77):
3541
Dnoigy
/
13(27 38 59(77|86
RRREEDDENARDN
/ N BTN
13 27 35 38 41 59 77 86 0
locate (37) :
3541
Doy
/
13127 38 59(77|86
RRREEDDENARDN
/ \ A N
13 27 35 38 41 59 77 86 0

17




Weiterer Platz, falls Sie Thre Antwort korrigieren wollen. Falls Sie diesen nutzen,
kennzeichnen Sie eindeutig, welche Losung gewertet werden soll:

locate ( ) :

35|41
13(27 38 59|77/ 86
A R A AR BN
13| (27| (35| |38] |a1| |59| |77] [86] |

f) Fihren Sie auf dem folgenden (2, 5)-Baum die Operation remove (27) aus und geben
Sie den resultierenden Baum an! (8 Punkte)

29
o)
23 62183
) T?n\
S\ _—
11 27 33 71178 96
ROEDROERRERORRERD
] A AN I )
11 23 27 29 33 62 71 78 83 96 00

18



Matrikelnummer:

Aufgabe 9: Edit-Distance (44 Punkte)

Die Levenshtein-Distanz L,; der beiden Strings a und b mit Lénge |a| und |b| kann
verwendet werden, um die Ahnlichkeit von a und b zu bestimmen. Sie quantifiziert, wie
viele Operationen (z.B. Einfiigen von Zeichen) notig sind, um « in b zu iberfithren und ist
wie folgt rekursiv definiert:

Lap = las(|al, [0])

max(i, j) wenn min(i,j) =0,
o lap(2—1,5) +1
la,b(7'>]) = . ( . )
min { lop(i,7 — 1) +1 sonst
la,b(i — 1,j — 1) + 1((12.751,].)
wobei
1 ~JO wenn x =y,
2 711 sonst.

a) Die Levenshtein-Distanz kann effizient mit Dynamischer Programmierung (DP) berech-

net werden. Vervollstdndigen Sie hierzu die vorgegebene DP-Matrix fiir a = “passiv”
und b = “aktiv”! (6 Punkte)

b
a k t i v
a
0 1 2 3 4 5
P 1
a 2

19




Weiterer Platz, falls Sie Thre Antwort korrigieren wollen. Falls Sie diesen nutzen,
kennzeichnen Sie eindeutig, welche Losung gewertet werden soll:

b
a k t i v
a
0 1 2 3 4 5
P 1
a 2

i 5
v 6
b
a k t i v
a
0 1 2 3 4 5
p 1
a 2

20
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b) Die Levenshtein-Distanz definiert drei Operationen, um a in b zu tberfiihren.

1. R(3) Léschen von Buchstabe a;
2. 1I(1,9) Einfiigen von Buchstabe b; an der Position ¢ in a
3. X(i,9) Ersetzen von Buchstabe a; durch b,

Nun soll “passiv” mit einer minimalen Anzahl Operationen in “aktiv” umgewandelt
werden. Bestimmen Sie mithilfe der ausgefiillten Tabelle aus Teilaufgabe a):

i) Wie kann die Anzahl der mindestens benotigten Operationen mithilfe der ausge-
fullten DP-Matrix effizient (in konstanter Zeit) ermittelt werden? (3 Punkte)

ii) Wie ermittelt man effizient die benotigten Operationen mithilfe der ausgefiillten
DP-Matrix? Geben Sie eine Folge von Operationen gemafl der DP-Matrix in der
Kurznotation (R(%), 1(i,j), X(4,7)) an, sodass “passiv” in “aktiv” umgewandelt
wird! (6 Punkte)

iii) Ist die Folge an Operationen, welche den einen String in den Anderen umwandelt,
eindeutig? Begriinden Sie Ihre Antwort!(3 Punkte)

21




c¢) Bei Smartphone-Tastaturen werden oft fiir Korrekturvorschlidge die n besten Worte
aus einem Worterbuch bestimmt. Die Anzahl der Worte im Worterbuch ist dabei
sehr groB. In dieser Aufgabe sollen Sie einen Algorithmus in Pseudocode entwerfen,
welcher beliebige Eingabestrings entgegennimmt und das Wort mit der geringsten
Levenshtein-Distanz aus dem Worterbuch findet. Nutzen Sie die Sortiertheit aus!

Im folgenden Pseudocode soll a: [char] der String a mit beliebiger Lange sein. Sie
konnen mit | a| die Lange des Strings auslesen und mit a[i] fiir ¢ € [0, |a| — 1] auf
das i-te Zeichen im String zugreifen.

Gehen Sie beim Entwurf wie folgt vor:

i) Entwerfen Sie eine Funktion in Pseudocode, um die Lénge des langsten gemeinsa-
men Préfixes zweier Strings a und b zu bestimmen! (6 Punkte)

Function longestPrefixLength(a : [char], b : [char]) : int

{

22
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ii) Entwerfen Sie eine Funktion in Pseudocode, um die DP-Matrix zur Bestimmung
der Levenshtein-Distanz zu berechnen! Dafiir erhalten Sie als Eingabe eine DP-
Matrix, die bereits teilweise gefiillt ist und sollen die fehlenden Werte berechnen.
Die Funktion erhalt folgende Parameter:

o Strings a und b
o Lange [ eines Prafixes von b
o 2D-Array mat, um das Ergebnis der DP-Matrix zu speichern

Die iibergebene DP-Matrix mat enthélt schon den Teil des Ergebnisses bis zur
Spalte [ (sieche Abb.). (8 Punkte)

p————— Lénge des Eingabe Strings b Em—

.
< Lénge | des Priafixes ———1
n
n 2
O .=
< B : Zu
& Cg Bereits berechnete Eintrage *  berechnende
g g :
s Eintrige
— S
o
=
=

Es gilt M > |[b|, N > |a|] und [ € [0..|b|]. Wird fir die Lange des Prifixes [ = 0
iibergeben, dann sind keine Eintrage vorberechnet.

Function computeDP(a : [char], b : [char], | : int, mat : [[int; M]; N])

{
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iii) Entwerfen Sie eine Funktion in Pseudocode fiir die Suche nach einem Wort mit der
geringsten Levenshtein-Distanz im sortierten Worterbuch dict zum Eingabewort
input, und geben Sie das gefundene Wort zuriick! Nutzen Sie die Funktionen aus
i) und ii)! Berechnen Sie die Levenshtein-Distanz zwischen der Eingabe und allen
Wortern im Worterbuch! Machen Sie sich zu Nutze, wenn zwei aufeinanderfolgende
Worte im Wérterbuch ein gemeinsames Préfix besitzen! (12 Punkte)

// 1 max: Lange des langsten Wortes im Woérterbuch
Function bestWord(dict : [[char]|; N], input : [char], ] max : int) : [char]

{
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